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RESUME. De nombreuses approches out propose de pre-calculer des cubes de donnees afin de 
repondre ejficacement aux requites Olap. La notion de cube de donnees a ete declinee de 
dijferentes manieres : cubes icebergs, cubes intervallaires ou encore cubes dijferentiels. Dans 
cet article, nous introduisons le concept de cube convexe qui permet de capturer tous les tuples 
d'un cube de donnees satisfaisant une combinaison de contraintes monotones/antimonotones 
et pent etre represente de fagon tres compacte de maniere a optimiser a la fois le temps de 
calcul et I 'espace de stockage necessaire. Le cube convexe n 'est pas une structure « de plus » a 
ajoutera la liste des variantes du cube, mais nous le proposons comme une structure unificatrice 
caracterisant, de maniere simple, solide et homogene, les autres types de cubes cites. Enfin, 
nous proposons une nouvelle variante : le cube emergent qui met en evidence les renversements 
significatifs de tendances. Nous en proposons une representation compacte et coherente avec 
les caracterisations precedentes. 

ABSTRACT. In various approaches, data cubes are pre-computed in order to answer efficiently 
Olap queries. The notion of data cube has been declined in various ways: iceberg cubes, 
range cubes or differential cubes. In this paper, we introduce the concept of convex cube which 
captures all the tuples of a datacube satisfying a constraint combination. It can be represented 
in a very compact way in order to optimize both computation time and required storage space. 
The convex cube is not an additional structure appended to the list of cube variants but we pro- 
pose it as a unifying structure that we use to characterize, in a simple, sound and homogeneous 
way, the other quoted types of cubes. Finally, we introduce the concept of emerging cube which 
captures the significant trend inversions, characterizations. 

MOTS'CLES : Analyse multi-dimensionnelle. Cubes de donnees. Cubes convexes. Cubes emer- 
gents, Transversaux cubiques 

KEYWORDS: Multidimensional analysis, Datacubes, Convex cubes, Emergent Cubes, Cube 
Transversals 
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1. Introduction et motivations 

En pre-calculant tous les agregats possibles a differents niveaux de granularite, les 
cubes de donnees (Gray et ai, 1997) permettent une reponse efficace aux requetes 
Olap et sont done un concept clef pour la gestion des entrepots. Plus recemment, le 
calcul de cubes a ete utilise avec succes pour 1' analyse multidimensionnelle de flots de 
donnees (Han et ai, 2005). Dans ce type d' applications, d'enormes volumes de don- 
nees, a un niveau de granularite tres fin, sont generes sous forme de flux continu qu'il 
est inenvisageable de balayer plusieurs fois. Or, les utilisateurs de telles applications 
dynamiques ont besoin d'une vision plus macroscopique des donnees, d' analyser les 
tendances generales et leurs variations au cours du temps. Calculer des cubes a partir 
de flots de donnees s'avere done tres pertinent. 

Des travaux de recherche ont propose differentes variations autour du concept de 
cube de dormees. Par exemple, les cubes icebergs (Beyer et al, 1999) sont des cubes 
de dormees partiels qui, a I'instar des motifs frequents, ne recelent que les tendances 
suffisamment generales pour etre pertinentes, en imposant aux valeurs des differentes 
mesures d'etre superieures a des seuils minimaux donnes. Les cubes intervallaires 
(Casali et al, 2003c) peuvent etre vus comme une extension des cubes icebergs dans 
la mesure oii lis permettent a I'utilisateur de se focahser sur les tendances qui s'ins- 
crivent dans une «fenetre » significative (i.e. les mesures sont bomees par des seuils 
minimaux et maximaux). Enfin, les nouvelles tendances apparaissant (ou les tendances 
averees disparaissant) lors du rafralchissement d'un entrepot ou dans un flot de don- 
nees sont mises en evidence par le calcul de cubes differentiels (Casali, 2004). Ceux-ci 
peuvent etre per^us comme la difference ensembliste entre deux cubes : Fun stocke 
dans r entrepot et 1' autre calcule a partir des doimees de rafralchissement. Suivant 
I'ordre des deux operandes, sont exhibees les tendances disparaissantes ou apparais- 
santes. 

Souvent ces differents types de cubes, a commencer par le cube de donnees origi- 
nel, n' ont pas ete apprehendes comme des concepts mais comme le resultat de requetes 
ou d'algorithmes plus efficaces. 

Dans cet article, nous proposons une nouvelle structure unificatrice qui nous per- 
met de caracteriser les differents cubes evoques et nous definissons une nouvelle va- 
riante : les cubes emergents. Plus precisement, nos contributions sont les suivantes : 

(i) nous etabUssons les fondements d'une nouveUe structure appelee cube convexe 
qui s'appuie sur I'espace de recherche du treillis cube. Le cube convexe prend en 
compte des combinaisons de contraintes monotones et anti-monotones. Nous mon- 
trons que cette structure est un espace convexe (Vel, 1993) et qu'elle peut done etre 
representee par ses bordures ; 

(ii) grace a la structure de cube convexe, nous introduisons les definitions formelles 
des cubes de donnees, cubes icebergs, cubes intervallaires et cubes differentiels ; 

(iii) enfin, en nous inspirant de (Dong et ai, 2005) qui definit les motifs emergents 
dans un contexte binaire et pour la classification supervisee, nous proposons le concept 
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de cube emergent. Celui-ci capture des tendances non significatives mais qui, lors 
d'un rafraichissement, le deviennent dans des proportions pertinentes pour I'utilisa- 
teur. II permet aussi, de maniere symetrique, d'exhiberdes tendances significatives qui 
chutent au point de ne plus I'etre. Outre les tendances apparaissant ou disparaissant 
(capturees par le cube differentiel), le cube emergent permet au decideur de connaitre 
et d' analyser des renversements de tendances. La mise en evidence de changements 
de tendances est tout aussi interessante dans 1' analyse de flots de donnees que dans 
le contexte de bases Olap classiques mais elle est plus critique a etablir puisqu'en 
temps reel. 

Le reste de F article est organise de la maniere suivante. Le paragraphe 2 presente 
notre cadre de travail en decrivant brievement I'espace de recherche multidimension- 
nel que nous utilisons ensuite : le treillis cube. Au paragraphe 3, nous detaillons la 
structure de cube convexe. Son utilisation pour caracteriser les differents types de 
cubes est proposee dans le paragraphe suivant. Enfin, nous introduisons le concept de 
cube emergent et le definissons de maniere coherente avec les precedents. 

2. Concepts de base 

Dans ce paragraphe, nous presentons le concept de treillis cube (Casali et al., 
2003a) permettant de formaUser les nouvelles structures introduites par notre pro- 
position. 

Tout au long de cet article, nous faisons les hypotheses suivantes et utihsons les 
notations introduites. Soit r une relation de schema TZ. Les attributs de TZ sont divises 
en deux ensembles (i) T> 1' ensemble des attributs dimensions (aussi appeles categories 
ou attributs nominaux) qui correspondent aux criteres d' analyse et (ii) M. 1' ensemble 
des attributs mesures. 



2.1. Espace de recherche : treillis cubes 

L'espace multidimensionnel d'une relation d' attributs categories r regroupe toutes 
les combinaisons valides construites en considerant 1' ensemble des valeurs des attri- 
buts de V, ensemble enrichi de la valeur symboUque ALL. 

L'espace multidimensionnel de r est note et defini comme suit : 
Space{r) = {xAe v{Dim{A) U ALL)) U {(0, . . . , 0)} ou x symbolise le Produit 
cartesien, (0, . . . , 0), le majorant universel et Dim{A) la projection de r sur A. Toute 
combinaison de Space{r) est un tuple et represente un motif multidimensionnel. 

L'espace multidimensionnel de r est structure par la relation de generalisation/spe- 
cialisation entre tuples, notee ^ ^ . Cet ordre est originellement introduit par T. Mitchell 
(Mitchell, 1982) dans le cadre de I'apprentissage de concepts. Dans un contexte de 
gestion de cubes de donnees, cet ordre a la meme semantique que celle des operateurs 
Rollup/Drilldown sur le cube (Gray et al., 1997) et serf de comparateur entre les 
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tuples (cellules) du cube quotient (Lakshmanan et al, 2002). Soit u, v deux tuples de 
I'espace multidimensionnel de r : 

( yA€V tel que u[A] =^ ALL, 
u^gV-^ I u[A] = v[A] 

\ out; = (0,...,0) 

Si u -<g V, nous disons que u est plus general que v dans Space{r). 

Exemple 1 - Considerons la relation DocUMENTi (cf table 1) reperto- 
riant les quantites vendues par Type, par Ville et par Editeur. Dans I'es- 
pace multidimensionnel de cette relation, nous avons : (Roman, ALL, ALL) -<g 
(Roman, Marseille, Gallimard), c'est-a-dire que le tuple (Roman, ALL, ALL) est plus 
general que (Roman, Marseille, Gallimard) et (Roman, Marseille, Gallimard) est plus 
specifique que (Roman, ALL, ALL). De plus, tout motif multidimensioimel genera- 
lise le tuple (0, 0, 0) et specialise le tuple (ALL, ALL, ALL). 



Type 


Ville 


Editeur 


Quantite 


Roman 


Marseille 


Gallimard 


2 


Roman 


Marseille 


Hachette 


2 


Scolaire 


Paris 


Hachette 


1 


Essai 


Paris 


Hachette 


6 


Scolaire 


Marseille 


Hachette 


1 



Tableau 1. Relation exemple Documenti 



Les deux operateurs de base definis pour la construction de tuples sont la Somme 
(notee +) et le Produit (note •). La somme de deux tuples retourne le tuple le plus 
specifique generalisant les deux operandes. Soit w et v deux tuples de Space(r), t = 
u + v^yA gV, 

u[A] si u[A] = v[A] 
ALL sinon. 



t[A] 



Nous disons que t est la somme des tuples u et v. 

Exemple 2 - Dans notre exemple, nous avons (Roman, Marseille, Gallimard) + 
(Roman, Marseille, Hachette) = (Roman, Marseille, ALL). Ceci im- 
plique que (Roman, Marseille, ALL) est construit a partir des tuples 
(Roman, Marseille, Gallimard) et (Roman, Marseille, Hachette). 

Le produit de deux tuples retourne le tuple le plus general specialisant les deux 
operandes. Si pour ces deux tuples, il existe un attribut A prenant des valeurs dis- 
tinctes et reelles (i.e. existant dans la relation initiale), alors seul le tuple (0, . . . , 0) les 
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specialise (hormis ce tuple, les ensembles permettant de les construire sont disjoints). 
Soit uetv deux tuples de Space{r), alors : t = u • w 



Nous disons que t est le produit des tuples u et v. 

Exemple 3 - Nous avons (Roman, ALL, ALL) • (ALL, Marseille, ALL) = 

(Roman, Marseille, ALL). Ainsi, (Roman, ALL, ALL) et (ALL, Marseille, ALL) ge- 
neralisent (Roman, Marseille, ALL) et ce dernier tuple participe a la construction de 
(Roman, ALL, ALL) et de (ALL, Marseille, ALL) (directement ou non). Les tuples 
(Roman, ALL, ALL) et (Scolaire, ALL, ALL) n'ont d' autre point commun que le 
tuple de valeurs vides (i.e. le tuple (0, 0, 0)). 

En dotant I'espace multidimensionnel Space{r) de la relation de generalisation 
entre tuples et en utilisant les operateurs Produit et Somme, nous introduisons une 
structure algebrique appelee treillis cube qui fixe un cadre theorique et general pour 
I'Olap et la fouille de bases de donnees multidimensionnelles. 

Theoreme 2.1 - Soit r une relation d'attributs categories. L'ensemble ordonne 
CL{r) = {Space{r), :<g) est un treillis complet appele treillis cube dans lequel les 
operateurs Meet (/\) et Join (Y) sont definis par : 



3. Cubes convexes 

Dans ce paragraphe, nous etudions la structure du treillis cube en presence de 
conjonctions de contraintes monotones et/ou antimonotones selon la generalisation. 
Nous montrons que cette structure est un espace convexe qu'on appelle cube convexe. 
Nous proposons des representations condensees (avec bordures) du cube convexe avec 
un double objectif : definir d'une maniere compacte I'espace de solutions et decider si 
un tuple t appartient, ou pas, a cet espace. 

Nous prenons en compte les contraintes monotones et/ou antimonotones les plus 
couranunent utilisees en fouille de base de donnees (Pei et al., 2002). Celles-ci 
peuvent porter sur : 

- des mesures d'interets comme la frequence de motifs, la confiance, la correlation 
(Han et al, 2001) : dans ce cas, seuls les attributs dimensions de TZ sont necessaires ; 

- des agregats selon des attributs mesures M. calcules en utilisant des fonctions 
statistiques additives (COUNT, Sum, Min, Max). 




1) VTC CL(r), 

2) VTC CL(r), 



+teT t 
*teT t 
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Nous rappelons les definitions de la notion d'espace convexe, des contraintes mono- 
tones et antimonotones selon I'ordre de generalisation ^g. 

Definition 1 [Espace Convexe] - Soit (P, <) un ensemble partiellement ordonne, C C 
V est un espace convexe (Vel, 1993) si et seulement si Vx, y,z €V tel que x <y < z 

Done C est borne par deux ensembles : (i) un majorant (ou « Upper set »), note S, 
defini par S = max<(C), {ii) un minorant (ou « Lower set »), note G et defini par 

G = min< (C). 

Definition 2 [Contraintes monotones/antimonotones selon la generalisation] - 

1) Une contrainte Const est dite monotone pour I'ordre de generalisation si et 

seulement si : V t, m G GL{r) :[t <g u et Const{t)] Gonst{u). 

2) Une contrainte Const est dite antimonotone pour I'ordre de generalisation si et 
seulement si : V u G CL{r) :\t et Const{u)\ Const{t). 

Notations : nous notons cni.c (respectivement came) une conjonction de contrain- 
tes monotones (respectivement antimonotones) et chc une conjonction hybride de 
contraintes (monotones et antimonotones). En reprenant les symboles 5 et G intro- 
duits dans (Mitchell, 1982) et suivant les cas consideres, les bornes introduites sont in- 
dicees par le type de contrainte consideree. Par exemple Scamc symbolise 1' ensemble 
des tuples les plus specifiques verifiant la conjonction de contraintes antimonotones. 

Remarque 1 - Pour eviter les ambiguites faites en apprentissage (Raedt et al, 2001), 
il est important de noter que les homes Schc et Gchc sont pas les memes que les 

ensembles S* et G definis dans le cadre de 1' espace de versions, car un espace de ver- 
sions est un espace convexe, mais tout espace convexe n'est pas un espace de versions, 
a cause des contraintes considerees. 

Exemple 4 - Dans I'espace multidimensionnel exemple de la relation DocumenTi 
(c/ tableau 1), nous voulons connaitre tous les tuples dont la somme des valeurs pour 
I'attribut mesure Quantite est superieure ou egale a 3. La contrainte « S>\]M{Qiiantite) 
> 3 » est une contrainte antimonotone. Si le total des ventes par Type, par Ville et par 
Editeur est superieur a 3, il Test a fortiori pour un niveau plus agrege de granularite 
e.g. par Type et par Editeur (toutes villes confondues) ou par Ville (tous types et edi- 
teurs confondus). De meme, si nous voulons connaitre tous les tuples dont la somme 
des valeurs pour I'attribut Quantite est inferieure ou egale a 6, la contrainte exprimee 
« SVM{Quantite) < 6 » est monotone. Considerons que le total des ventes par type 
(les attributs Ville et Editeur ont pour valeur ALL) respecte cette contrainte, la meme 
information observee a un niveau de detail plus fin satisfait forcement la meme condi- 
tion et done la somme des ventes par Type et par Ville est inferieure a 6 de meme que 
la somme des ventes par Type, par Ville et par Editeur. 

Remarque 2 - Nous supposons par la suite que le tuple (ALL, . . . , ALL) verifie 
toujours la conjonction de contraintes antimonotones et que le tuple (0, . . . , 0) verifie 
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toujours la conjonction de contraintes monotones. Avec ces hypotheses, I'espace des 
solutions contient au moins un element (eventuellement le tuple de valeurs vides). 

-De plus, nous supposons que le tuple (ALL, . . . , ALL) ne verifie jamais la 
conjonction de contraintes monotones et que le tuple (0, . . . , 0) ne verifie jamais 
la conjonction de contraintes antimonotones, car sinon, I'espace de solutions est 
Space{r). 

Theoreme 3.1 - Tout treillis cube avec contraintes monotones et/ou antimonotones 

est un espace convexe qu'on appelle cube convexe, CC(r)const = {t G CL(r) \ 
const(t)}, oil const peut etre cmc, came ou chc suivant que la combinaison de 
contraintes est monotone, antimonotone ou hybride. Son majorant Sconst et son mi- 
norant Gconst sont : 



Preuve 3.1 1) Soit CC{r)cmc = e CL{r) \3u e Seme st3v e Gcmc ■ t dig 
w et w dg t}. Nous montrons que CC{r)cmc est I'ensemble des tuples satisfaisant la 
conjonction de contraintes monotones. Pour les besoins de la demonstration, notons 
Solcmc cet ensemble solution. Soit t £ CC{r)cmc- 

- Par definition, il existe v £ Gcmc \ cmc{v) et v dg t- Puisque cmc est 
une contrainte monotone, nous avons cmc{t). Par consequent t € Solcmc- Done 

GG(r)cmc ^ Solcmc- (&) 

- Soit t e Solcmc, il existe forcement v £ Gcmc \v dgtcw Gcmc represente 
les minimaux verifiant cmc. De plus la contrainte 3u £ Seme \ t dg u est toujours 
verifiee. Done t £ CC{r)cmc et Solcmc C CC{r)cmc- (b) 

(a) et (b) Solcmc = CC{r)cmc 

2) vrai par application du principe du duahte (Ganter et al, 1999) sur le cube 
convexe avec une conjonction de contraintes monotones. 

3) vrai car si Solchc = CC{r)chc, alors Solchc = Solcmc^ Sol came- L' application 
des deux caracterisations precedentes permet de deduire celle pour chc. 

Le majorant Sconst represente les tuples les plus specifiques satisfaisant la 
conjonction de contraintes et le minorant Gconst les tuples les plus generaux satis- 
faisant la conjonction de contraintes. Done Sconst et Gconst permettent d'obtenir 
des representations condensees du cube convexe en presence d'une conjonction de 
contraintes monotones et/ou antimonotones. 





3. si const = chc. 



Gchc = min^^(CC(r)c?ic) 
Schc = max^g(CC(r)c/,c) 
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Le corollaire suivant permet la caracterisation des bordures du cube convexe en 
presence d'une conjonction hybride de contraintes chc = came A cmc en ne connais- 
sant que (?) soil la bordure maximale pour la contrainte antimonotone (Scamc) et la 
contrainte monotone cmc, (ii) soit la bordure minimale pour la contrainte monotone 
(Gcmc) et la contrainte antimonotone Scamc- 

Corrolaire 3.1 

1) Etant donne Scamc et cmc, les bordures de I'ensemble du cube convexe 



2) Etant donne Gcmc et came, une representation condensee de CC{r)chc est : 



Exemple 5 - Le tableau 2 dorme les homes Scamc, Schc Gcmc et Gchc du cube convexe 
de la relation exemple en considerant la contrainte hybride « 3 < S\JM{Quantite) < 



La caracterisation du cube convexe comme un espace convexe nous permet de savoir, 
en ne connaissant que les bordures du cube convexe, si un tuple quelconque satisfait 
ou pas la conjonction de contraintes. En effet, si un tuple de Space{r) verifie une 
conjonction de contraintes antimonotones alors tout tuple le generalisant la satisfait 
aussi. Dualement, si un tuple verifie une conjonction de contraintes monotones, alors 
tous les tuples le specialisant satisfont aussi ces contraintes. La representation par bor- 
dure du cube convexe de la relation DocumenTi (cf. tableau 2) permet de repondre 
facilement a des requetes telles que : 

1) Est ce que le nombre d' achats a Marseille est compris entre 3 et 6 ? 

2) Est ce que le nombre de Uvres scolaires vendus a Paris est compris entre 3 et 6 ? 

3) Est ce que le nombre de romans vendus a Aubagne par les editions Hachette est 

compris entre 3 et 6 ? 

La reponse a la premiere question est oui car le tuple (ALL, Marseille, ALL), don- 
nant les achats effectues dans la ville de Marseille tous types et editeurs confon- 
dus, appartient a la bordure Gchc- H en est de meme pour la seconde requete 
(nombre de livres scolaires vendus a Paris) car le tuple (Scolaire, Paris, ALL) spe- 
cialise le tuple (Scolaire, ALL, ALL) appartenant a Gchc et generalise le tuple 
(Scolaire, Paris, Hachette) appartenant a la bordure Schc- En revanche, la reponse a 
la troisieme question est non car le tuple (ALL, Paris, Hachette) (tous les livres edites 



CC{r)chc : 




Schc = max^g{{t € CL{r) \ 3t' € Gcmc 

t' -<g t et camc{t)}) 
Gchc = {t & Gcmc I G Schc '■ t -<g t'}. 



6 ». 
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par Hachette achetes a Paris) ne specialise aucun tuple de la bordure Gchc et ce meme 
s'il generalise le tuple (Scolaire, Paris, Hachette) de la bordure Schc- 



^camc 


(Roman, Marseille, ALL) 
(ALL, Marseille, Hachette) 

(Scolaire, Paris, Hachette) 


Schc 


(Roman, Marseille, ALL) 
(ALL, Marseille, Hachette) 

(Scolaire, Paris, Hachette) 


Gcmc 


(Roman, ALL, ALL) 
(Essai, ALL, ALL) 
(Scolaire, ALL, ALL) 
(ALL, Marseille, ALL) 
(ALL, ALL, Gallimard) 


Gchc 


(Roman, ALL, ALL) 
(Scolaire, ALL, ALL) 
(ALL, Marseille, ALL) 



Tableau 2. Bornes du cube convexe pour « 3 < S\iM{Quantite) < 6 » 



4. Formalisation de cubes existants 

Dans ce paragraphe, nous passons en revue differentes variantes des cubes de don- 
nees et, en utilisant la structure de cube convexe, nous en proposons une caracterisa- 
tion a la fois soUde et simple. 

4.1. Cubes de donnees 

Originellement propose dans (Gray et al, 1997), le cube de donnees selon un en- 
semble de dimensions est presente comme le resultat de tous les Group By qu'il est 
possible de formuler selon une combinaison de ces dimensions. Le resultat de chaque 
Group By est appele un cuboi'de et I'ensemble de tous les cuboi'des est structure au 
sein d'une relation notee Datacube{r). Le schema de cette relation reste le meme que 
celui de r, a savoir VU M et c'est ce meme schema qui est utiUse pour tous les cu- 
boi'des (afin de pouvorr en faire 1' union) en mettant en oeuvre une idee simple : toute 
dimension ne participant pas au calcul d'un cuboi'de (i.e. ne figurant pas dans la clause 
Group By) se voit attribuer la valeur ALL. 

Pour tout ensemble d'attributs X C T>, un cuboide du cube de donnees, note 
Cuboid{X, f{{M\*})), pent etre obtenu comme suit en utiUsant une requete SQL : 



SELECT [ALL,] X, f({M|*}) 
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FROM r 
GROUP BY X; 

Ainsi, nous obtenons deux requetes SQL pour exprimer le calcul d'un cube de 
donnees : 

1) soit en utilisant I'operateur Group By Cube (ou Cube By selon le Sgbd) : 

SELECT D, f({M|*}) 
FROM r 

GROUP BY CUBE (D) ; 

2) soit en faisant 1' union de tous les cuboi'des : 

Datacube{r, f{{M\*})) = \J (7u6oirf(X, Cette requete s'exprime 

comma suit en SQL : 

SELECT ALL f({M|*}) 

FROM r 

UNION 

SELECT A, ALL, .... f({M|*}) 

FROM r 

GROUP BY A 
UNION 

Exemple 6 - Dans notre exemple, I'ensemble de toutes les requetes agregatives peut 
etre exprime en utilisant I'operateur Group By Cube comme suit : 

SELECT Type , Ville , Editeur , SUM (Quant ite) 
FROM Documentl 

GROUP BY CUBE Type, Ville, Editeur; 

Cette requete a pour resultat le calcul de 2^ = 8 cuboi'des : 

TVE,TE,TV,VE,T,V,E et (en considerant les initiales des attributs). Le 
cuboi'de selon TVE correspond a la relation initiale elle-meme. 

Un tuple t appartient au cube de donnees d'une relation r si et seulement s'il 
existe au moins un tuple t' de r qui specialise t ; sinon t ne peut pas etre construit. 
Par consequent, quelle que soit la fonction agregative, les tuples constituant le cube 
de donnees restent invariants, seules les valeurs calculees par la fonction agregative 
changent. 

Proposition 4.1 - Soit r une relation projetee sur T>, I'ensemble des tuples (i.e. hor- 
mis les valeurs des attributs mesures) constituant le cube de donnees de r est un cube 
convexe pour la contrainte « Count(*) > 1 » : 



Datacube{r) = {t e CL{r) \ t[Count{*)] > 1} 
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Preuve 4.1 - D'apres la definition d'un cube de donnees : t e datacube{r) <^ 3t' G 
r I t ^gt' <^ i[C0UNT(*)] > 1 d'apres la definition de la fonction Count. 

Puisque la contrainte « Count(*) > 1 » est une contrainte antimonotone (selon 
:<g), un cube de donnees est un cube convexe. En appliquant le theoreme 3.1, nous 
deduisons que tout cube de donnees peut etre represente par deux bordures : la relation 
r qui est le majorant et le tuple (ALL, . . . , ALL) qui est le minorant. Ainsi, nous 
pouvons facilement tester I'appartenance d'un tuple quelconque t au cube de donnees 
de r : il suffit de trouver un tuple t' Gr qui specialise t. 

Exemple 7 - Avec la relation exemple DocuMENTi (cf. tableau 1), le tuple (Roman, 
Marseille, ALL) appartient au cube de donnees car il est specialise par le tuple (Ro- 
man, Marseille, Gallimard) de la relation initiale. 

Dans les sous-paragraphes suivants, en nous appuyant toujours sur la structure de 
cube convexe, nous proposons une caracterisation des differentes declinaisons du cube 
de donnees. 



4.2. Cubes icebergs 

En s'inspirant des motifs frequents, (Beyer et al, 1999) introduit les cubes ice- 
bergs qui sont presentes comme des sous-ensembles de tuples du cube de donnees 
satisfaisant, pour les valeurs de la mesure, une contrainte de seuil minimum. L'objec- 
tif sous-jacent est triple. II s'agit dans ce cas d'exhiber les tendances suffisamment 
generales pour etre pertinentes pour le decideur, il en decoule deux interets techniques 
importants : ne pas calculer ni materialiser la totalite du cube d'ovi un gain notable a la 
fois de temps d' execution et d'espace disque. La requete SQL permettant de calculer 
un cube iceberg prend la forme suivante : 

SELECT D, f({M|*}) 
FROM r 

GROUP BY CUBE D 

HAVING f({M|*}) >= MinSeuil; 

En nous appuyant sur la definition du cube convexe, nous formalisons le concept 
de cube iceberg dans la proposition suivante : 

Proposition 4.2 - La contrainte « f ({M|*}) >= MinSeuil » etant une contrainte 
antimonotone (Pei et al, 2002), le cube iceberg est un cube convexe caracterise 
comme suit : 

Cubelceberg{r) = {t € CL{r) \ t[f{{M\*})] > MinSeuil}. 

Exemple 8 - Avec la relation exemple Documenti (cf. tableau 1), la bordure S re- 
lative a la contrainte « SUM(Quantite) > 3 » est composee des trois tuples suivants : 
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{ (Roman, Marseille, ALL), (ALL, Marseille, Hachette), (Roman, Paris, Hachette) }. 
La bordure G est uniquement composee du tuple ne contenant que des valeurs ALL. 



4.3. Cubes intervallaires 



Le cube intervallaire ne contient que les tuples du cube de donnees pour lesquels 
les valeurs de la mesure sont comprises dans un intervaUe donne. La requete SQL per- 
mettant de calculer un tel cube est la suivante : 



SELECT D, f ({Ml*}) 

FROM r 

GROUP BY CUBE D 

HAVING f({M|*}) BETWEEN MinSeuil AND MaxSeuil; 



Dans le cadre de travail etabli, la caracterisation du cube intervallaire est la sui- 
vante : 



Proposition 4.3 - La contrainte « f ({Ml*}) >= MinSeuil » etant une contrainte 
antimonotone (Pei et al, 2002) et la contrainte « f ({M| *}) <= MaxSeuil » etant 
une contrainte monotone, le cube intervallaire est un cube convexe. Ainsi, nous avons : 

Cubelntervalaire{r) = {t e CL{r) | MaxSeuil > t[f{{M\*})] > MinSeuil}. 



Exemple 9 - Avec la relation exemple DocUMENTi {cf. tableau 1), les bordures S et 
G relatives a la contrainte « SUM(Quantite) € [3, 6] » sont donnees dans le tableau 3. 



(Roman, Marseille, ALL) 
(ALL, Marseille, Hachette) 
(Scolaire, Paris, Hachette) 
(Roman, ALL, ALL) 
G (Scolaire, ALL, ALL) 

(ALL, Marseille, ALL) 



Tableau 3. Bornes du cube intervalaire pour la contrainte « SVM{Quantite) e [3, 6] » 



4.4. Cubes differentiels 

Les cubes differentiels sont le resultat de la difference entre les cubes de deux 
relations r\ et r^. Us mettent en evidence des tuples pertinents dans un des cubes 
et inexistants dans 1' autre. Leur interet est done de pouvoir comparer des tendances 
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entre deux jeux de donnees. Par exemple, dans une application distribuee oil deux rela- 
tions rassemblent des donnees collectees dans des zones geographiques differentes, le 
cube differentiel exhibe des tendances significatives dans une zone mais inexistantes 
dans I'autre. Si Ton considere non plus la dimension geographique mais la dimension 
temporeUe, les cubes differentiels permettent d'isoler des tendances frequentes a un 
instant et qui disparaissent ou des tendances inexistantes qui apparaissent de maniere 
significative. Considerons que la relation originelle est ri et que les tuples alimentant 
r entrepot lors d'un rafraichissement sont stockes dans r2, le cube differentiel peut etre 
obtenu par la requete SQL suivante : 

SELECT D, f ({Ml*}) 

FROM r2 

GROUP BY CUBE D 

HAVING f({M|*}) >= MinSeuil 

MINUS 

SELECT D, f ({Ml*}) 
FROM rl 

GROUP BY CUBE D; 

De maniere coherente avec les types de cubes precedents, nous proposons une 
caracterisation des cubes differentiels. 

Proposition 4,4 - La contrainte « f ({Ml*}) >= MinSeuil » etant une contrainte 

antimonotone (Pei et ah, 2002) et la contrainte « n' appartient pas au cube de donnees 
de la relation r\ » etant une contrainte monotone (c/. paragraphe 4. 1 et application 
du principe de dualite (Ganter et at., 1999)), le cube differentiel est un cube convexe. 
Ainsi, nous avons : 

CubeDifferentiel{r2,ri) = {t € CL(ri U ra) | t[f{{M\*})] > MinSeuil 

et $t' Gr2\t^g t'}. 

Exemple 10 - Soit la relation D0CUMENT2 suivante : 



Rowld 


Type 


Ville 


Editeur 


Quantite 


1 


Scolaire 


Marseille 


GaUimard 


3 


2 


Scolaire 


Paris 


Hachette 


3 


3 


Scolaire 


Marseille 


Hachette 


1 


4 


Roman 


Marseille 


GaUimard 


3 


5 


Essai 


Paris 


Hachette 


2 


6 


Essai 


Paris 


GaUimard 


2 


7 


Essai 


Marseille 


Hachette 


1 



Tableau 4. Relation exemple D0CUMENT2 
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Les bordures 5* et G du cube differentiel entre les relations D0CUMENT2 et 
DocuMENTi, pour le seuil MinSeuil = 1/15 et la fonction agregative Sum, sent 
donnees dans le tableau 5. 



(Scolaire, Marseille, Gallimard) 

(Scolaire, Marseille, Hachette) 
(Essai, Paris, Gallimard) 



G 



(Essai, ALL, Gallimard) 
(Scolaire, Marseille, ALL) 
(Scolaire, ALL, Gallimard) 

(ALL, Paris, Galimard) 



Tableau 5. Barnes du cube differentiel 



Remarque 3 - Dans un souci d'homogeneite, nous terminons ce paragraphe en don- 
nant la requete SQL generique qui correspond au calcul du cube convexe : 

SELECT D, f({M|*}) 
FROM r 

GROUP BY CUBE D 

[HAVING condition(s) anti-monotone (s) 
AND Condition(s) inonotone(s)] ; 



5. Cubes emergents 

Dans ce paragraphe, nous introduisons le concept de cube emergent. De tels cubes 
exhibent des tendances non pertinentes pour I'utilisateur (parce qu'en dega d'un seuil) 
mais qui le deviennentou au contraire des tendances significatives qui s'attenuent sans 
forcement disparaitre. Les cubes emergents permettent done d'elargir les resultats des 
cubes differentiels en affinant les comparaisons entre deux cubes. lis sont tout aussi 
interessants dans un contexte Olap que pour F analyse de flots de donnees car ils 
mettent en evidence des renversements de tendances. 

Dans la suite, nous considerons uniquement les fonctions agregatives COUNT et 
Sum. Pour conserver la propriete d'antimonotoniede Sum, nous supposons que toutes 
les valeurs prises par la mesure sont strictement positives et introduisons une version 
relative de ces fonctions. 

Definition 3 [Fonction agregative relative] - Soit r une relation, t G CL{r) un tuple, 
et / <E {Sum, Count} une fonction agregative. On appelle frei(-,r) la fonction 
agregative relative de la fonction / pour la relation r. frei{t, r) est le ratio entre la 
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valeur de / pour le tuple t et la valeur de / appliquee sur toute la relation r (done pour 
le tuple (ALL, . . . , ALL)). 

frel{t,r)- ^^^'"'^ 



/((ALL,..., ALL), r) 



Par exemple, la fonction COUNT, ,.; (f, r) correspond simplement a Freq{t, r) (la 
frequence d'apparition du motif multidimensionnel t dans la relation r). 

Remarque 4 - Etant donne que / est additive et que les valeurs prises par la mesure 
sont strictement positives, on a < f{t, r) < /((ALL, . . . , ALL), r) et par conse- 
quent < frel{t,r) < 1 

Disposant de deux jeux de donnees unicompatibles ri et r2, nous nous interes- 
sons aux tendances « non significatives » dans ri mais qui le deviennent dans r2 dans 
des proportions pertinentes pour Futilisateur. Les entrepots aussi bien que les flots de 
donnees incluant necessairement la dimension chronologique, ri et r2 peuvent etre ty- 
piquement vus comme des ensembles de tuples pourvus d'estampilles temporelles dif- 
ferentes. Ainsi, ri peut deja etre stockee dans I'entrepot et r2 rassembler les nouveaux 
tuples a inserer lors d'un rafraichissement. ri et r2 peuvent aussi correspondre a des 
ensembles de tuples coUectes lors de deux intervalles de temps. Meme si la dimension 
temps est preponderante dans notre contexte de travail, elle n'est pas necessairement 
le critere de comparaison entre ri et r2. Ainsi, dans une application distribuee, les 
tuples de ri et r2 peuvent etre coUectes sur deux sites differents. Les tuples emergents 
de ri vers r2 peuvent etre simplement caracterises par deux contraintes de seuil. 

Definition 4 [Tuple emergent] - Un tuple t £ CL{r2 U ri ) est dit emergent de ri vers 
r2 si et seulement s'il satisfait les deux contraintes suivantes : 

(Ci) frei{t,ri) < MinSeuih 

(C2) frei{tj^2) > MinSeuil2 

0X1 MinSeuih et MinSeuih G ]0, 1[ 

Exemple 11 - Soit les seuils MinSeuih = 1/3 pour la relation DocumenTi (cf. 
tableau 1) et MinSeuih = 1/5 relatif a la relation D0CUMENT2 (cf. tableau 4), le 
tuple ti = (Essai, Paris, ALL) est emergent de DocUMENTi vers D0CUMENT2 car 
SUMreiiti,ri) = 1/12 et SUMrei{ti,r2) = 4/15. Par centre, le tuple t2 =(Essai, 
Marseille, ALL) ne Test pas car SU Mrei{t2, r"2) = 1/15. 

Definition 5 [Cube emergent] - Nous appelons cube emergent 1' ensemble de tous les 
tuples de CL{r2 U ri) emergents de ri vers r2. 

Le cube emergent, note CubeEmergent{r2,ri), est un cube convexe avec la 
contrainte hybride (Ci A C2) « t est emergent de ri vers r2 »■ H est done de- 
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fini ainsi : CubeEmergent{r2, ri) = {i G CL{ri U r2) | Ci{t) A C2{t)}, avec 
Ci{t) = frei{t,ri) < MinSeuili etC2(t) = freiit,r2) > MinSeuil2. 

CubeEinergent{r2, ri) est un cube convexe avec une conjonction de contraintes 
monotone (Ci) et antimonotone (C2). On peut done utiliser ses bordures (c/theoreme 
3.1) pour repondre efficacement a la question « un tuple t est il emergent ? ». 

Definition 6 [Taux d'emergence] - Soit t e CL{ri U un tuple et / une fonction 
additive (appliquee sur les valeurs toutes positives de la mesure). Nous notons TE{t) 
le taux d'emergence de t entre n et r2 et nous le definissons ainsi : 

Sifrel{t,ri) =Q et frel{t,r2)=Q 
Sifrel{t,ri) = et frel{t,r2) 

sinon 



A I'instar de la mesure de correlation (Han et ah, 2001), lorsqu'un tuple a un 
taux d'emergence strictement sup^rieur a 1, il est positivement emergent, sinon il est 
negativement emergent. 

Exemple 12 - Le tableau 6 presente I'ensemble des tuples emergents de DocumenTi 
vers D0CUMENT2 en considerant la mesure Quantite et les seuils MinSeuili = 1/3 
et MinSeuih = 1/5. 



Type 


Ville 


Editeur 


TE{Quantite) 


Scolaire 


Marseille 


Gallimard 


00 


Scolaire 


Marseille 


ALL 


00 


Scolaire 


ALL 


Gallimard 


00 


ALL 


Marseille 


Gallimard 


2.4 


ALL 


ALL 


Gallimard 


2.4 


Roman 


Miirseille 


Gallimard 


1.2 


Roman 


ALL 


Gallimard 


1.2 


Essai 


Paris 


ALL 


3.2 


Essai 


ALL 


ALL 


2 



Tableau 6. Ensemble des tuples emergents de DocUMENTi vers D0CUMENT2 

On observe que le taux d'emergence, quand il est superieur a 1 (done positivement 
emergent), permet de caracteriser les tendances significatives dans r2 et qui ne sont 
pas aussi marquees dans ri. Quand ce taux est inferieur a 1, il met en evidence les 
tendances immergentes, i.e. significatives dans ri et peu presentes ou inexistantes dans 
r-2. 

Exemple 13 - Dans les deux relations donnees en exemple, on a T£'(Scolaire, ALL, 
ALL) = 2.5. Evidemment, plus le taux d'emergence est eleve, plus la tendance est 



TE{t) = < 




00 

frel{t,r2) 
frel{t,ri) 
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forte. Ainsi, le tuple ci-avant indique un bond pour la vente de livres scolaires entre 
DOCUMENTi etDOCUMENT2. 

Proposition 5.1 - Soit MinRatio = ^Mins'^ul ' ^ CubeEmergent{r2, ri), on a 
TE{t) > MinRatio. 

PreuveS.l - frei{t,ri) < MinSeuih 7 — 7- r > ^ — —, or 



frei{tjf2) > MinSeuil2 
^ frei{t,r2) ^ MinSeuih 
f relit, ri) ~ MinSeuili 
=^ TE{t) > MinRatio □ 



frei{t,ri) MinSeuili' 



Tous les tuples emergents de notre exemple, ont un taux d' emergence superieur a 
3/5. Ceux qui ont un taux d'emergence strictement superieur a 1 sont positivement 
emergents, les autres sont done immergents. 

Le cube emergent etant un cube convexe, il peut etre represente par ses bordures 
et done sans avoir a calculer ni materialiser les deux cubes compares. Cette capacite 
est particulierement attrayante car elle permet d'isoler les renversements de tendances 
extremement rapidement et a moindre cout. 



5.1. Transversaux cubiques 

Nous presentons le concept de transversaux cubiques (Casali et at, 2003b) qui 
est un cas particulier des transversaux d'un hypergraphe (Berge, 1989, Eiter et al., 
1995, Gunopulos etal., 1997) dans le contexte du treiUis cube. 

Definition 7 [Transversal cubique] - Soit T un ensemble de tuples (T C CL{r)) et 
soit f e T un tuple, t est un transversal cubique de T sur CL(r) si et seulement si t est 
un transversal cubique et Mt' e T, t' est un transversal cubique eit' <g t =^ t = t'. 
Les minimaux transversaux cubiques de T sont notes cTr{T) et definis comme suit : 

cTr{T) = mm{{t G CL{r) | Vt' e r, i + (ALL, . . . , ALL)}) 

Soit A une anti-chaine de CL{r) (tous les tuples de A sont incomparables selon -<g), 
r ensemble des minimaux transversaux cubiques de T peut etre contraint en utUisant 
A. La nouvelle definition associee est la suivante : 



cTr{T, A) = e cTr(r) \3u&K:t<gu} 
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Exemple 14 - Avec la relation exemple DocUMENTi, nous avons le resultat suivant : 
cTr (DocUMENTi) = { (Roman, Paris, ALL), (Essai, ALL, Gallimard), (Scolaire, 
Marseille, ALL), (Scolaire, ALL, GaUimard), (ALL, Paris, Gallimard) }. 

Dans le prochain paragraphe, nous montrons que Ton peut utiliser ce concept pour 
donner une nouvelle formulation des bordures du cube emergent. 

5.2. Calcul efficace des bordures 

Pour calculer les bordures de I'ensemble CubeEmergent{r2, ri), nous reformu- 
lons les contraintes de maniere a tirer profit d'algorithmes existants qui ont fait preuve 
de leur efficacite : (i) Max-Miner (Bayardo, 1998) et GenMax (Gouda et ai, 2001) 
pour le calcul des maximaux cubiques, et (ii) Trans (Eiter et ai, 1995), CTR (Ca- 
sali et al, 2003b), MCTR (Casali, 2004) et (Gunopulos et ai, 1997) pour le calcul 
des minimaux transversaux cubiques. Nous ramenons la contrainte « t est un tuple 
emergent » a la recherche de maximaux cubiques frequents et de minimaux cubiques 
transversaux. 

n a €x£ demontre que la contrainte (Ci) est une contrainte monotone et (C2) est 
une contrainte anti-monotone pour I'ordre de generaUsation. 

L' ensemble des tuples emergents peut etre represente via deux bordures : S qui 
contient I'ensemble des tuple maximaux emergents et G englobant I'ensemble des 
tuples minimaux emergents. 



Proposition 5.2 - Soit Mi et M2 les tuples maximaux frequents des relations n et 



Ml = max-<g({t G CL(ri) : frei{t,ri) > MinSeuih}) 
M2 = max^,^({t e CL(r2) : frei{t,r2) > MinSeuil2}) 

Nous pouvons alors caracteriser les bordures 5 et G de I'ensemble des tuples emer- 
gents comme suit : 

1) G = cTr(Mi, M2) sur CL{ri U r2), 

2) S = {teM2 :3ugG :u^gt}. 

Preuve 5.2 

l)t G G <^ t e min^^({u G CL{ri U r2) : frei{u,ri) < 
MinSeuili et frei{u,r2) > MinSeuil2}) 

4^tG min^^({u G CL(riUr2) : frei{u,ri) < MinSeuih}) et3v G M2 -.t <gV 
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■^t G min-<^ {{u e CL(ri U r2) : $v e Mi : u dig v}) et3v € M2 : t dig v 
^ t G cTr{Mi) et3v eM2 : t dg v 
^tG cTr{Mi,M2) 

2) Vrai car CubeEmergent{r2, ri) est un espace convexe; par consequent tout 
tuple t G S specialise au moins un tuple v G G.O 

Remarque 5 - Cette nouvelle caracterisation utilisant les minimaux transversaux cu- 
biques s' applique, dans un contexte binaire, aussi bien pour le calcul des motifs emer- 
gents (Dong et al., 2005), que pour celui des bordures des motifs contraints selon une 
conjonction hybride (Raedt et al, 2001) en utilisant le concept classique de transversal 
(Eiiev et al, 1995, Berge, 1989). 



(Roman, Marseille, Gallimard) 
(Scolaire, Paris, Hachette) 



Tableau 7. Ensemble Mi des tuples maximaux frequents de Documenti 



(Scolaire, Marseille, Gallimard) 

(Scolaire, Paris, Hachette) 
(Roman, Marseille, Gallimard) 
(Essai, Paris, ALL) 



Tableau 8. Ensemble M2 des tuples maximaux frequents de D0CUMENT2 



Exemple 15 - Considerons les relations n = Documenti et r2 = D0CUMENT2. 
Les ensembles Mi et M2 sont dormes dans les tableaux 7 et 8. 

Les bordures de CubeEmergent{r2,ri) avec MinSeuili — 1/3 et MinSeuil2 = 
1/5 sont presentees dans les tableaux 9 et 10. Grace a ces deux bordures, 
nous pouvons affirmer que les livres scolaires se sont mieux vendus a Mar- 
seille dans la deuxieme relation car (Scolaire, Marseille, ALL) generalise le tuple 
(Scolaire, Marseille, Hachette) appartenant a 5 et il est generahse par (Scolaire, Mar- 
seille, ALL) appartenant a G. En revanche, on ne peut rien affirmer pour le tuple 
(Scolaire, ALL, Gallimard) car il ne specialise aucun tuple de G. 



(Scolaire, Marseille, GalUmard) 
(Roman, Marseille, Gallimard) 
(Essai, Paris, ALL) 



Tableau 9. Majorant S de CubeEmergent{'D0CUMENT2, Documenti) 
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G 



(ALL, ALL, Gallimard) 
(Scolaire, Marseille, ALL) 
(Essai, ALL, ALL) 



Tableau 10. Minomnt G de CubeEmergent(Doc\JMENT2, Documenti) 



6. Conclusion 

Nous avons, dans cet article, passe en revue differentes declinaisons du concept de 
cube de donnees en leur ajoutant une nouvelle variation : les cubes emergents. En met- 
tant en evidence les renversements de tendances ou, plus precisement, leurs evolutions 
dans des proportions significatives pour le d6cideur, les cubes emergents apportent 
de nouvelles connaissances particulierement pertinentes pour comparer deux jeux de 
donnees. Leur representation compacte et leur calcul efficace en font des candidats de 
choix pour toutes les applications d' analyse multidimensiormelle de flots de doimees. 
En effet, les utilisateurs de telles applications dynamiques cherchent expressement a 
connaitre toute evolution de tendances pour etre a meme d'y reagir en temps reel. 

Outre la proposition de ce nouveau type de cube, nous avons defini une structure 
unificatrice, le cube convexe, qui est un cadre formel et generique permettant de ca- 
racteriser, de maniere simple et solide, differentes variantes de cubes de donnees, trop 
souvent pergus comme les resultats de requetes ou d'algorithmes et non cotmne des 
concepts. Nous nous sommes attaches a mettre en regard ces deux perceptions. II re- 
sulte de ce travail une caracterisation homogene des divers types de cubes examines, 
une classification qui se veut didactique pour que I'utilisateur choisisse la variante de 
cube adaptee a ses besoins mais surtout la possibilite d'une representation compacte, 
solidement etablie pour la structure generique du cube convexe et que nous montrons 
applicable a ses declinaisons specifiques que sont le cube iceberg, le cube interval- 
laire, le cube differentiel, le cube emergent et le cube de donnees lui-meme. Quelle 
que soit la variante de cube consideree, la representation par bordure obtenue est, a 
I'heure actuelle, la meilleure, i.e. la plus petite possible et done, dans des contextes oil 
ces considerations sont cruciales, la moins couteuse a calculer (d'autant qu'il existe 
des algorithmes ayant prouve leur efficacite) et la moins couteuse a materialiser. 
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